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Resumen
En esta conferencia se presenta un me´todo geome´trico para resolver ecuaciones cu´bicas em-
pleado hacia el siglo XII por Omar Al- Khayyam (matema´tico y poeta a´rabe); para tal efecto
se hace indispensable conocer el ”estado del arte”de la resolucio´n de ecuaciones hacia el siglo
XII, resaltando particularmente los aportes de las civilizaciones Babilo´nica, Egipcia, Grie-
ga, Hindu´ y A´rabe. Se presenta un ejemplo detallado, algunas conclusiones de este sucinto
estudio y algunas proyecciones.
Ignorante que presumes de sabio: preocupado te veo entre el inﬁnito del pasado y el
inﬁnito del porvenir. Quisieras poner l´ımite entre estos dos inﬁnitos y detenerte...
Sie´ntate antes bajo un a´rbol con un ca´ntaro de vino y olvidara´s tu importancia.
Omar Al-Khayyam
El A´lgebra de los Babilonios y Egipcios
Es bien conocido que la mayor´ıa de historiadores de las matema´ticas (Collete, 1985; Cajori, 1985;
Kline, 1992; Bell, 2003) situ´an los or´ıgenes o rudimentos primarios matema´ticos en mesopotamia,
en la civilizacio´n de los babilonios; posteriormente, abordan los aportes de la cultura egipcia a
tales “fundamentos”. De cualquier manera, se situ´a a estas dos culturas en la base del desarrollo
de las corrientes centrales de las matema´ticas. Particularmente, interesan aqu´ı los inicios del
a´lgebra.
El a´lgebra de los babilonios y la de los egipcios, aunque desarrolladas en diferentes e´pocas, tienen
algunas caracter´ısticas comunes. En ambas culturas se desarrollo´ un “algebra” sin simbolismo
que estaba orientada a resolver problemas que generalmente se presentaban en contextos de agri-
mensura, astronomı´a o comercio. Los problemas y las “reglas” para resolverlos eran expresados
y transmitidos de manera reto´rica (en el lenguaje natural), lo cual dificultaba tal transmisio´n,
y mas au´n, el tratamiento mismo de los problemas. Aunque en ambas culturas se contaba
con un sistema de s´ımbolos para representar cantidades, estos no se emplearon o extendieron
al tratamiento algebraico de las ecuaciones que planteaban como “modelos” para resolver los
problemas.
Existen evidencias (Bell, 2003) de que los babilonios, ma´s que los egipcios, eran asiduos tabu-
ladores y compiladores de “valores nume´ricos” que les permit´ıan resolver un tipo determinado
de ecuacio´n o problema. Esto no quiere decir que los babilonios hayan determinado expl´ıcita-
mente unos “tipos” de ecuaciones, pero si usaban algunas reglas generales para resolver ecua-
ciones “reducie´ndolas” a “casos t´ıpicos”. Ese uso persistente de las reglas es indicio de algu´n
reconocimiento por parte de los Babilonios sobre la validez de las mismas; aunque no se encuen-
tra (ni en babilonios, ni en egipcios) ningu´n intento de demostracio´n, se percibe la existencia
Memorias XVIII encuentro de geometr´ıa y VI de aritme´tica
de cierta intuicio´n sobre la demostracio´n. Ma´s importante es, la utilizacio´n (no expl´ıcita, e
incluso inconsciente) de una metodolog´ıa en el desarrollo del a´lgebra: el “reduccionismo”. Un
ejemplo claro de esa metodolog´ıa es presentado por Bell (Ibid, p. 44) una ecuacio´n cu´bica del
tipo x3 + px2 + q = 0 (en nuestra simbolog´ıa) fue reducida por algu´n babilonio a la ecuacio´n
y3 + y2 = r
(
siendo y = xp y r =
−q
p3
)
, y se encuentra aqu´ı la utilidad de las tablillas, ya que
pose´ıan en una tablas las sumas de un nu´mero al cubo y el nu´mero al cuadrado (y3 + y2).
De acuerdo con lo que se ha planteado, se esperar´ıa que una cultura posterior como lo fue
la griega continuara con el desarrollo de la corriente que se ha llamado a´lgebra; sin embargo,
inexplicablemente, los griegos no utilizaron el legado de los orientales.
Matema´tica Griega (11 Siglos: VII a.c. - IV d.C.)
La matema´tica griega es reconocida como una “edad de oro” en el desarrollo de las matema´ticas.
En las obras ma´s sobresalientes de aquella e´poca se tiende a reconocer expl´ıcitamente que la
demostracio´n por el razonamiento deductivo ofrece una base so´lida para la geometr´ıa y la arit-
me´tica. (Ve´anse por ejemplo las obras de: Eudoxio, Tales, Euclides, Apolonio y Arqu´ımedes).
Adema´s, los griegos demostraron cierto intere´s por asumir la posibilidad de que la naturaleza
fuera comprendida por los seres humanos a trave´s de las matema´ticas, ya que estas se consider-
aban como el lenguaje ma´s adecuado para idealizar la complejidad de la naturaleza y reducirla
a una sencillez comprensible (Ve´anse las obras de Pita´goras y Arqu´ımedes) (Ibid)
Tal vez fue ese intere´s en la demostracio´n como base so´lida para el desarrollo de las matema´ticas
lo que impidio´ que el algebra de los babilonios y egipcios siguiera el curso que hab´ıa tomado, y,
en cambio, se hiciera especial e´nfasis en el desarrollo la geometr´ıa.
Diofanto es reconocido como el griego con mayor intere´s por el a´lgebra (si no el u´nico), con e´l
se da un paso hacia el a´lgebra simbo´lica a la cual Nesselman (1848) la llamo´ A´lgebra sinco-
pada (Malisani, 1999); sin embargo, el ana´lisis diofa´ntico aporta, casi que exclusivamente, a la
resolucio´n de ecuaciones lineales de 1, 2 o 3 inco´gnitas.
Por otra parte, el desarrollo de la geometr´ıa tuvo algunas implicaciones sobre el desarrollo del
a´lgebra (por lo menos indirectamente). Ejemplos de ello son los siguientes: Euclides resolvio´ la
ecuacio´n de segundo grado x2 + ax = a2 con a > 0 y establecio´ equivalentes geome´tricos para
identidades algebraicas ba´sicas como: a(a + b) = a2 + ab y (a + b)2 = a2 + 2ab + b2; adema´s,
presento´ en el libro X (lema 28) (Euclides, 1952) la que parece ser la primera demostracio´n de
la solucio´n de una ecuacio´n indeterminada (a2 = b2+c2). Por su parte Arqu´ımedes resolvio´ (por
interseccio´n de co´nicas) la ecuacio´n x3 + c = ax2 mientras se enfrentaba al problema de cortar
una esfera por un plano de modo que los segmentos estuvieran en una proporcio´n dada.
Una gran herencia de los griegos fue la clasificacio´n de los lugares geome´tricos (posiblemente
propuesta por Euclides), tal clasificacio´n tambie´n la utilizaban para clasificar los problemas a los
que se enfrentaban; de acuerdo con Del R´ıo (1994) es posible establecer las siguientes relaciones:
Problemas resolubles con regla y compa´s: Lugares planos
Problemas resolubles utilizando co´nicas (“Duplicacio´n” del cubo): Lugares so´lidos o espa-
ciales (co´nicas)
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Problemas resolubles utilizando otras “curvas” (“Cuadratura” del c´ırculo, triseccio´n del
a´ngulo): Lugares lineales (Cuadratriz, espiral uniforme).
Posteriormente se analizara´ co´mo esta clasificacio´n tuvo incidencia en el desarrollo del algebra
a´rabe, para ello es necesario estudiar la influencia de otras culturas como la hindu´.
No queremos aqu´ı extender el estudio sobre los valiosos aportes de la cultura griega al desarrollo
de las matema´ticas, simplemente hemos expuesto algunos aspectos que se relacionan a nuestro
juicio con el desarrollo del a´lgebra.
A´lgebra ”A´rabe”: Influencia Hindu´, Griega y Posiblemente China
Los sucesores de los griegos en la historia de las matema´ticas son los hindu´es. Particularmente,
el a´lgebra hindu´ se caracterizo´ por el intento de introducir un simbolismo operatorio, personajes
como Aryabhatta (sigloVI), Brahmagupta (sigloVII) y Bhaskara (siglo XII) trabajaron en el uso
de las letras para representar inco´gnitas en problemas particulares (Bell, 2003); sin embargo,
es una la´stima que esos trabajos no hayan sido acogidos por la comunidad de matema´ticos
a´rabes de la e´poca, al contrario de esto algunos personajes dieron una paso atra´s con respecto
a Diofanto, retornando a la reto´rica, entre ellos es posible mencionar a Mohammed ibn Musa
Al-Khowarizmi cuya obra representativa es Al-jebr w’almuquabala (825 d.c.).
En Puig (2002) se encuentra una “restauracio´n” del texto de Al-Khowarizmi de la cual es
posible deducir que este matema´tico a´rabe combino´ la herencia griega con los adelantos hindu´es
en la numeracio´n, resolvio´ ecuaciones cuadra´ticas algebraicamente y presento´ “diagramas” de
los cuales se pod´ıan deducir las soluciones geome´tricamente. Al Khowarizmi asumio´ la geometr´ıa
de los griegos para clarificar y concretar los procesos algebraicos. Posteriormente, Abu Kamil
perfecciono´ la obra de Al-Khowarizmi al incluir la prueba geome´trica de la resolucio´n de una
ecuacio´n de segundo grado (Moreno, 2002)
Los traductores, compiladores y comentaristas de obras hindu´es, griegas y a´rabes desempen˜aron
un papel preponderante en la difusio´n de las matema´ticas de estas civilizaciones, particularmente,
en lo relacionado con el a´lgebra y la numeracio´n hindu´ (Vasco, 1985); entre este grupo de
personajes se encuentran Tabit ibn Qurra, Abu-l-Wafa, Al-Karhi, Ibn Sina, Al-Biruni (Siglos IX
- XI).
As´ı pues, hacia el siglo XII en los observatorios astrono´micos y en las escuelas de los templos
a´rabes ya era completamente conocida y utilizada la numeracio´n hindu´ y la geometr´ıa grie-
ga. Es precisamente en esa e´poca y en un observatorio astrono´mico donde Omar Al-Khayyam
desarrollo´ sus estudios sobre ecuaciones cu´bicas. (Moreno, 2002)
Omar Al-Khayyam (Ghiyath al-Din Abul’l-Fath Umar ibn Ibrahim
Al-Nisaburi al-Khayyami) 1050? - 1123? d.C.
Al-Khayyam nacio´ en Nishapur (actual Ira´n) fue Matema´tico, astro´nomo y poeta. Un visir
amigo lo instalo´ en su observatorio astrono´mico y all´ı pudo adelantar sus estudios en los cuales
asumio´ la tradicio´n algebraica a´rabe-hindu´ y la geometr´ıa griega. (Solaeche, 2002)
El principal aporte de Khayyam tiene que ver con la resolucio´n de ecuaciones cu´bicas a trave´s
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de la interseccio´n de co´nicas. Aunque este proceso ya era conocido por algunos griegos como
Menecmo y Arqu´ımedes y algunos a´rabes como Alhaze´n y Al-Biruni, fue Al-Khayyam quien
lo generalizo´ como un me´todo para aplicarlo a todas las ecuaciones de tercer grado con ra´ıces
y coeficientes positivos. De acuerdo con Moreno (2002) y Tarre´s (2004), Khayyam realizo´ una
clasificacio´n de las ecuaciones cu´bicas en 25 formas distintas: 6 ya hab´ıan sido estudiadas, 5 eran
reducibles a las anteriores y 14 no pod´ıan ser resueltas con ayuda exclusiva de los Elementos
(recapitulando, 11 eran resolubles con lugares planos y 14 con lugares espaciales); as´ı pues,
Al-Khayyam uso´ nuevamente el “reduccionismo” como metodolog´ıa para el desarrollo de su
a´lgebra.
As´ı por ejemplo, para resolver la ecuacio´n x3 = ax2 + c Khayyam hace transformaciones a la
ecuacio´n (conocidas por el acceso a Al-jebr w’almuquabala) para obtener
x3 − ax2 = c
c = x2(x− a)
c
(x− a) = x
2
Es esta u´ltima ecuacio´n es posible (para nosotros) identificar una hipe´rbola y una para´bola;
sin embargo, Khayyam tuvo que valerse de algunas proposiciones de Euclides y de Apolonio
para resolver la ecuacio´n. Aunque en la bibliograf´ıa consultada no se evidencian con claridad las
proposiciones utilizadas por Khayyam, creemos que las que presentamos a continuacio´n son las
que dan cuenta del proceso desarrollado por el matema´tico a´rabe.
Proceso de resolucio´n de la ecuacio´n x3 = ax2 + c 1
1. Construccio´n de un paralelep´ıpedo
Dado c el volumen y a la altura, ¿cua´l debe ser b (lado de la base cuadrada)?
b2 =
c
a
(E,XI,34)
1
b
=
b
c
a
(E,VI,13) (Media proporcional)
1En este proceso se presentara el desarrollo con los s´ımbolos que frecuentemente son utilizados y las jus-
tificaciones se dara´n en referencia a los conocimientos de los que dispon´ıa Khayyam, por ejemplo, (E,XI,34)
hara´ referencia a la proposicio´n 34 del libro XI de los Elementos. La letra C hara´ referencia al libro de Apolonio
(Co´nicas). Estas proposiciones pueden ser consultadas al final del documento.
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2. Construccio´n de paralelogramos de a´reas iguales
ab = hk (k es fijo)
a
k
b = h (E,VI,12) (Cuarta Proporcional)
h = OH, k = OK
El paralelogramo OKJH tiene a´rea constante (para cualquier valor de k)
3. Construccio´n del lugar Geome´trico de J
El lugar geome´trico de J determina la rama (positiva) de una hipe´rbola, las rectas OK y
OH son las as´ıntotas de la misma (C, II, 4) y el paralelogramo OKJH es un invariante
de la co´nica.
4. Construccio´n de una para´bola
De acuerdo con Euclides (E,VI,13) y Apolonio (C,I,11) el lado recto de la para´bola es OA
y el ve´rtice es A. P ′X ′ es media proporcional de OA y AX ′
5. Determinacio´n del punto de interseccio´n
Sea P el punto de interseccio´n de la hipe´rbola y la para´bola (no´tese que OY = PX)
Por estar P en la hipe´rbola Por estar P en la para´bola:
(paralelogramo como invariante) (OA es lado recto: C,I, 11)
OX ·OY = OA · AB OA
OY
=
OY
AX
OX
AB
=
OA
OY
OY 2 = OA · AX
Luego, OX
2
AB2
= OA
2
OY 2
= OA·OAOA·AX =
OA
AX de donde se obtiene AB
2 ·OA = OX2 · AX
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6. Veriﬁcacio´n de la solucio´n Veamos que el segmento OX = x es solucio´n de la ecuacio´n:
x3 = OX3 = OX2 = OX2(OA+AX) = OX2OA+OX2AX
= OX2OA+ AB2OA = ax2 + c
Conclusiones
En el procedimiento que se acaba de presentar el simbolismo utilizado es una potente
herramienta para “sintetizar” o representar algunos procesos que expresados de manera
reto´rica (la empleada por Khayyam), ser´ıan muy extensos y confusos. La falta de un
simbolismo adecuado constituyo´ uno de los principales limitantes que no permitieron a
Khayyam lograr mayores avances en el desarrollo del a´lgebra; afortunadamente ello fue
superado posteriormente por Franc¸ois Viete`. Otro de los obsta´culos fue el notable rechazo a
las ra´ıces negativas suscitado por el desconocimiento de todas las intersecciones de co´nicas,
por ejemplo, en la ecuacio´n resuelta, Khayyam so´lo considera una de las ramas de la
hipe´rbola (la positiva), a ello se suma el desconocimiento de la expresio´n general de una
co´nica en te´rminos de para´metros. Hoy con esa ecuacio´n general, es relativamente fa´cil
resolver la ecuacio´n propuesta.
La gran herencia griega relativa a la “clasificacio´n” de los problemas de acuerdo a los
lugares geome´tricos, condujo a Khayyam a afirmar:
“. . . esto no puede resolverse por medio de la geometr´ıa plana, es decir, usan-
do solamente regla y compa´s, debido a que contiene un cubo, y para resolverlo
necesitamos las secciones co´nicas” (Martos, 2006)
Es decir, las ecuaciones de tercer grado no se pueden resolver “algebraicamente”
“. . . lo que llaman los algebristas cuadrado-cuadrado en el tratamiento de las
magnitudes continuas, es so´lo una cuestio´n teo´rica que no existe de ninguna
manera en la realidad. . .′′ (Ibid)
Es decir las ecuaciones de cuarto grado no se pueden resolver ni si quiera geome´tricamente.
Khayyam dio un paso fundamental hacia el “acercamiento” entre a´lgebra y geometr´ıa que
se concreto´ finalmente en los siglos XVI y XVII con Descartes:
“El a´lgebra es un arte cient´ıﬁco. Su objeto son los nu´meros absolutos y las mag-
nitudes medibles, las cuales son desconocidas, pero referidas a cualquier cosa
conocida de tal manera que puedan ser determinadas, y a esta cosa conocida se
llega, analizando las condiciones del problema; en este arte se buscan las rela-
ciones que vinculan las magnitudes dadas en el problema con la inco´gnita, la
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cual de la forma antes indicada constituye el objeto del a´lgebra. La perfeccio´n de
este arte consiste en el conocimiento de los me´todos matema´ticos, con ayuda de
los cuales puede realizarse la determinacio´n mencionada, tanto de las inco´gnitas
nume´ricas como geome´tricas. La resolucio´n algebraica, como es bien conocido,
se realiza solo mediante una ecuacio´n, o sea, por la igualacio´n de unas potencias
con otras.”
“. . . quienquiera que piense que el A´lgebra es un sistema de trucos para obtener
los valores de inco´gnitas, piensa vanamente. No se debe prestar ninguna atencio´n
al hecho de que el A´lgebra y la Geometr´ıa son en apariencia diferentes. Los
hechos del A´lgebra son hechos geome´tricos que esta´n demostrados. . .” (Ibidem)
Algunas proyecciones de estudio
Khayyam se intereso´ por el problema suscitado por el quinto postulado de Euclides, y al
parecer, logro´ algunos avances conducentes a las hipo´tesis del a´ngulo agudo, a´ngulo obtuso
y del a´ngulo recto estudiadas por Saccheri y que originan, respectivamente, la geometr´ıa de
Bolyai-Lobachevsky, la de Riemman y la geometr´ıa eucl´ıdea (Cajori, 1985), una pregunta
natural para responder desde el punto de vista del historiador ser´ıa: ¿en que´ consistieron
esos avances?
Adema´s, Khayyam estudio´ la “Teor´ıa de Proporciones” atribuida a Euclides concluyendo
que “Dos razones son iguales si pueden ser expresadas mediante la razo´n de dos nu´meros,
con un nivel de precisio´n tan grande como se desee”; afirmacio´n que induce a indagar:
¿Que´ tan cerca se encontro´ Khayyam del concepto de nu´mero real?
Anexo. Algunas proposiciones de Euclides y Apolonio
(E,VI,12): Elementos, Libro VI, Proposicion 12. “Dadas tres rectas, hallar una cuarta propor-
cional” (Euclides, 1991)
(E,VI,13): Elementos, Libro VI, Proposicion 13. “Dadas dos rectas, hallar una media propor-
cional” (Euclides, 1991)
(E,XI,34): Elementos, Libro XI, Proposicio´n 34. “Las bases de los so´lidos paralelep´ıpedos iguales
esta´n inversamente relacionadas con las alturas; y aquellos so´lidos paralelep´ıpedos cuyas bases
esta´n inversamente relacionadas con sus alturas son iguales” (Euclides, 1991)
(C,I,11): Conicas, Libro I, Proposicion 11. “If a cone is cute by a plane through its axis, and
also cut by another plane cutting the base in a straight line perpendicular to the base of the axial
triangle, and if further the diameter of the section is parallel to the side of the axial triangle,
then any straight line which is drawn from the section of the cone to its diameter parallel to the
common section of the cutting plane and of the cone’s base, will equal in square the rectangle
contained by the straight line cut oﬀ by it on the diameter beginning from the section’s vertex
and by another straight line which has the ratio to the straight line between the angle of the cone
and the vertex of the section that the square on the base of the axial triangle has to the rectangle
contained by the remaining two sides of triangle. And let such a section be called a parabola
(παραβoλα)” (Apollonius, 1952)
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(C, II, 4): Co´nicas, Libro II, Proposicio´n 4. “Given two straight lines containing and angle and
a point within the angle, to describe through the point the section of a cone called hyperbola so
that the given straight lines are its asymptotes” (Apollonius, 1952)
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